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RESUMO 

 

SSA é uma técnica de suavização de séries temporais. MSSA é uma extensão de SSA para 

múltiplas séries temporais simultaneamente. Este artigo apresenta uma abordagem deste método 

de suavização, na qual os modelos de amortecimento exponencial de Holt-Winters e de Box & 

Jenkins são aplicados. Na ocasião, séries temporais de precipitação pluviométrica de cidades das 

cinco regiões geográficas do Brasil são modeladas antes e após a suavização SSA e MSSA. Os 

resultados obtidos mostram que tanto a modelagem de Holt-Winters quanto o modelo de Box & 

Jenkins são beneficiados pela suavização prévia da série temporal por SSA/MSSA e que a 

suavização MSSA supera SSA além do que os modelos de Box & Jenkins apresentam maior 

aderência aos dados originais. 
 

Palavras-chave: MSSA, Precipitação pluviométrica, Box & Jenkins, Holt-Winters. 

 

 

 

ABSTRACT 

 

SSA is a time series smoothing technique. MSSA is an extension of SSA to multiple time series 

simultaneously. This paper presents an approach to this smoothing method in which the 

exponential damping models of Holt-Winters and Box & Jenkins are applied. At the time, rainfall 

time series of cities of the five geographic regions of Brazil are modeled before and after the SSA 

and MSSA smoothing. The results show that both the Holt-Winters model and the Box & Jenkins 

model are benefited by the earlier smoothing of the time series by SSA / MSSA and that the 

MSSA smoothing outperforms SSA in addition to the Box & Jenkins models have higher 

adherence to the original date. 

 

Keywords: MSSA, Rainfall, Box & Jenkins, Holt-Winters.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

mailto:moises_lima@id.uff.br


 

 

Santos e Menezes / 14 (2021), p. 1-16 

2 

 

1. Introdução 

 

Precipitação pluviométrica é um fenômeno meteorológico que possui aleatoriedade tanto 

em sua ocorrência quanto em sua intensidade. O conhecimento prévio sobre precipitações 

pluviométricas é de suma importância no planejamento de geração de energia hidrelétrica e de 

abastecimento d’água das grandes cidades. Prevenções como racionamento de água ou controle 

de nível de uso da água são exemplos de como se pode fazer uso de uma modelagem e previsão 

adequada desta precipitação (Beijo et al., 2005). 

Singular Spectrum Analysis (SSA) é um método para análise e previsão de séries temporais 

e incorpora elementos de análise de séries temporais clássica, estatística multivariada, geometria 

multivariada, sistemas dinâmicos e processamento de sinais (Golyandina et al., 2001). SSA pode 

ser aplicada em vários campos como matemática, física, economia, meteorologia, oceanografia e 

ciências sociais (Hassani, 2007). 

Com base na decomposição em valores singulares (singular value decomposition - SVD), 

o método SSA decompõe uma série de tempo em uma soma de componentes, de tal forma que 

em cada componente se concentre uma parte da energia contida na série temporal. Além disso, 

um pequeno conjunto de componentes concentra a maior parte da estrutura de autocorrelação 

contida na série temporal, enquanto os restantes podem ser considerados como componentes de 

ruído. Portanto, o conjunto de componentes pode ser classificado em dois grupos mutuamente 

exclusivos e exaustivos: sinal e ruído. O primeiro grupo contém os componentes que possuem 

algumas informações sobre a estrutura da série, enquanto o último abrange as componentes 

ruidosas. Assim, uma versão suavizada da série temporal pode ser obtida pela soma das 

componentes de sinal. Tradicionalmente, uma série de tempo pode ser expressa como a soma de 

componentes: tendência, harmônica e ruído. A remoção do componente de ruído pode contribuir 

para uma melhor identificação do processo estocástico subjacente da série temporal e, 

consequentemente, melhorar a precisão das previsões. Jayawardena e Gurung (2000) mostram 

que a remoção de ruídos em série hidrológica melhora a precisão das previsões. Uma boa revisão 

do assunto é apresentada em (Elshorbagy et al., 2002). 

Multi-channel Singular Spectrum Analysis (MSSA) é a extensão natural de SSA para uma 

série temporal multivariada. Os procedimentos SSA e MSSA oferecem um método de pré-

tratamento de dados. Portanto, ambos os processos podem ser utilizados a fim de melhorar o 

ajuste de modelos de previsão e ajudar a melhorar a precisão das previsões (Hassani e 

Mahmoudvand, 2013). Mas quando o interesse reside na previsão de um conjunto de séries 

temporais múltiplas qual procedimento é o mais adequado? Temos de aplicar o procedimento 

SSA para cada série temporal individualmente ou aplicamos o procedimento MSSA ao conjunto 

de séries temporais? Para responder as perguntas acima, neste artigo são apresentados os 

resultados de um experimento computacional onde os procedimentos de SSA e MSSA foram 

aplicados a séries temporais de precipitação pluviométrica de cidades das cinco regiões do Brasil. 

Em seguida, os modelos de amortecimento exponencial de Holt-Winters e de Box & Jenkins 

foram aplicados para cada série temporal suavizada obtida por SSA e MSSA. Os resultados 

mostram que SSA contribui para os ajustes tanto de Holt-Winters quanto de Box & Jenkins no 

modelo de cada série, porém a contribuição de MSSA é ainda maior. As estatísticas de aderência 

utilizadas para verificar qual modelo tem maior ganho preditivo são o MAPE (Mean Absolute 

Percentage Error), RMSE (Root Mean Square Error), BIC (Bayesian Information Criterion), que 

é um método eficaz de seleção de modelos, uma vez que penaliza modelos com muitos 

parâmetros, e o coeficiente de determinação 𝑅2 e os programas Forecast Pro for Windows (FPW), 

E-views, CaterpillarSSA e Microsoft Excel foram utilizados para auxiliar na parte operacional. 

O presente artigo está organizado em seis Seções. A seguir, na Seção 2, há uma breve 

descrição de SSA. Na Seção 3 tem-se uma descrição resumida de MSSA. As modelagens e as 

estatísticas de aderência são apresentadas na Seção 4. Na Seção 5 está o estudo de caso com os 

resultados obtidos. Enfim, na Seção 6, são apresentadas as principais conclusões do artigo. 
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2. Singular Spectrum Analysis 

 

A versão básica do método SSA pode ser dividida em duas etapas: decomposição e 

reconstrução. 

 

2.1. Decomposição 

 

A etapa de decomposição pode ser subdividida em incorporação e SVD. 

Seja 𝑌𝑇 = [𝑦1, … , 𝑦𝑇] uma série temporal de comprimento 𝑇. Por incorporação, entende-

se como sendo um procedimento no qual uma série temporal 𝑌𝑇 é levada a uma matriz 𝑋 =
[𝑋1, … , 𝑋𝐾]𝐿×𝐾, onde 𝑋𝑘 = [𝑦𝐾, … , 𝑦𝐾+𝐿−1]

𝑇, para todo 𝑘 = 1…𝐾, onde 𝐾 = 𝑇 − 𝐿 + 1. 

A matriz 𝑋 é conhecida como matriz trajetória (Hassani, 2007) e o parâmetro 𝐿, que assume 

algum valor inteiro no intervalo 2 ≤ 𝐿 ≤ 𝑇, é o comprimento da janela da matriz trajetória 

(Golyandina et al., 2001). A matriz trajetória 𝑋 pode ser expandida, via SVD, em (1).    

 

𝑋 = 𝐸1 + 𝐸2 + 𝐸3 +⋯+ 𝐸𝐿,                                                                                        (1) 
                                                    

onde 𝐸𝑙 = 𝜆𝑙
1 2⁄ 𝑈𝑙𝑉𝑙

𝑇 e os conjuntos {𝜆𝑙
1 2⁄ }

𝑙=1

𝐿
 e {𝑈𝑙}𝑙=1

𝐿  são, respectivamente, denominados 

espectro singular e vetores singulares da matriz trajetória 𝑋. A coleção (𝜆𝑙 , 𝑈𝑙 , 𝑉𝑙)  é conhecida 

como autotripla na SVD da matriz trajetória 𝑋. A contribuição de cada componente em (1) pode 

ser mensurada pela razão de valores singulares, dada por (𝜆𝑙)
1 2⁄ ∑ (𝜆𝑙)

1 2⁄𝐿
𝑙=1⁄ . Considere que 

𝑑 seja o posto (isto é, o número de autovalores não nulos) da matriz trajetória 𝑋. Segue que a 

identidade descrita em (1) pode ser reescrita tal como em (2). 

 

𝑋 = ∑ 𝐸𝑙
𝑑
𝑙=1 , onde 𝑑 ≤ 𝐿.                                                                                      (2) 

 

2.2. Reconstrução 

 

A etapa de reconstrução pode ser subdividida em agrupamento e média diagonal. A etapa 

de agrupamento consiste no procedimento de agrupar algumas sequências de matrizes 

elementares resultantes da decomposição SVD em grupos disjuntos e, após isso, somá-las, 

gerando novas matrizes elementares.  

Considerando a sequência {𝐸𝑙}𝑙=1
𝑑  de matrizes elementares na SVD em (2) e agrupando-

as em 𝑚 ≤ 𝑑 grupos disjuntos e assumindo que, após o agrupamento, o conjunto de índices 

gerado é dado por {𝐼1, … , 𝐼𝑚}, onde, para todo 𝑖, 𝐼𝑖 = {𝐼𝑖1, … , 𝐼𝑖𝑝𝑖} e 𝑝𝑖  é a cardinalidade do 

grupo 𝐼𝑖, então a matriz elementar 𝑋𝐼𝑖 gerada a partir do grupo {𝑋𝐼𝑖𝑗}𝑗=1

𝑝𝑖
 é dada por 𝑋𝐼𝑖 =

∑ 𝑋𝐼𝑖𝑗
𝑝𝑖
𝑗=1 , de modo que a identidade em (2) pode ser reescrita como em (3).     

 

𝑋 = ∑ 𝑋𝐼𝑖
𝑚
𝑖=1                                                                (3) 

 

É importante salientar que o procedimento de agrupamento pode ser realizado também sob 

a sequência ∪𝑖=1
𝑚 {𝑋𝐼𝑖𝑗}𝑗=1

𝑝𝑖
 de igual forma ao realizado na sequência {𝐸𝑙}𝑙=1

𝑑  utilizando, 

inclusive, um método ou critério de agrupamento diferente do aplicado sob a sequência {𝐸𝑙}𝑙=1
𝑑  

em (2). Um dos objetivos da análise de agrupamentos é separar as componentes do sinal das 

componentes do ruído. A contribuição da componente 𝑋𝐼𝑖 pode ser mensurada pela razão de 

valores singulares dada por ∑ (𝜆𝐼𝑖𝑗)
1 2⁄

𝑝𝑖
𝑗=1

∑ (𝜆𝑙)
1 2⁄𝑑

𝑙=1⁄ . 
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Dada a matriz trajetória 𝑋 e assumindo que 𝐿∗ = 𝑚𝑖𝑛(𝐿, 𝐾) e que 𝐾∗ = 𝑚𝑎𝑥(𝐿, 𝐾), 

considere que 𝑥𝑙,𝑘
(𝑖)

 seja um elemento na linha le coluna 𝑘 na matriz 𝑋𝐼𝑖. O elemento 𝑦𝑡
(𝑖)

 da 

componente SSA [𝑦𝑡
(𝑖)]

1×𝑇
 é calculado por meio da média diagonal, que é definida em (4), a 

partir da matriz elementar 𝑋𝐼𝑖.  

𝑦𝑡
(𝑖) =

{
 
 

 
 

∑ 𝑥𝑙,𝑡−𝑙+1
(𝑖)𝑡

𝑙=1

𝑡
, 𝑠𝑒 1 ≤ 𝑡 < L∗

∑ 𝑥𝑙,𝑡−𝑙+1
(𝑖)𝐿∗

𝑙=1

𝐿∗
, 𝑠𝑒 L ≤ 𝑡 < 𝐾∗

∑ 𝑥𝑙,𝑡−𝑙+1
(𝑖)𝑇−𝐾∗+1

𝑙=𝑡−𝐾∗+1

𝑇−𝐾∗+1
, 𝑠𝑒 K∗ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

.                                                                                                 (4)                                                   

 

Cada componente [𝑦𝑡
(𝑖)]

1×𝑇
 concentra parte da energia da série temporal original [𝑦𝑡]1×𝑇 

que pode ser mensurada pela razão de valores singulares  ∑ (𝜆𝐼𝑖𝑗)
1 2⁄

𝑝𝑖
𝑗=1

∑ (𝜆𝑙)
1 2⁄𝑑

𝑙=1⁄ . 

De acordo com Golyandina et al. (2001), as componentes SSA [𝑦𝑡
(𝑖)]

1×𝑇
  podem ser classificadas 

em três categorias: tendência, componentes harmônicas e ruído. 

 

2.3. Correlação Ponderada 

 

Por correlação ponderada (𝑤-correlation) entende-se como sendo a função que quantifica 

a dependência linear entre duas componentes SSA 𝑌𝑡
(𝑖) e 𝑌𝑡

(𝑗)
. A correlação ponderada é dada por 

 

𝜌𝑖𝑗
(𝑤) =

(𝑌𝑡
(𝑖)
,𝑌𝑡
(𝑗)
)
𝑤

‖𝑌𝑡
(𝑖)
‖
𝑤
‖𝑌𝑡

(𝑗)
‖
𝑤

, 

 

onde ‖ ‖ é a norma euclidiana, ( )𝑤 é o produto interno tal que: 

 

 ‖𝑌𝑡
(𝑖)‖

𝑤
= √(𝑌𝑡

(𝑖), 𝑌𝑡
(𝑖))

𝑤
 , (𝑌𝑡

(𝑖), 𝑌𝑡
(𝑗)
)
𝑤
= ∑ 𝑤𝑘𝑦𝑘

(𝑖)𝑦𝑘
(𝑗)𝑇

𝑘=1  e 𝑤𝑘 = 𝑚𝑖𝑛{𝑘, 𝐿, 𝑇 − 𝑘}. 

 

Por meio da separabilidade, pode-se verificar estatisticamente se as duas componentes SSA 

estão bem separadas, em termos de dependência linear. Se o valor absoluto 𝜌𝑖𝑗
(𝑤)

 é pequeno), então 

as componentes SSA correspondentes são classificadas como 𝑤-ortogonais (ou quase 𝑤-

ortogonais). Caso contrário, são ditas mal separadas (Hassani, 2007).  

A análise das coordenadas da série temporal na base definida pelos vetores singulares 

resultantes da SVD permite identificar as componentes de tendência e da sazonalidade da série. 

O problema geral aqui consiste em identificar e separar as componentes oscilatórias das 

componentes que fazem parte da tendência. De acordo com Golyandina et al. (2001) a análise 

gráfica de tais coordenadas aos pares permite identificar por meio visual as componentes 

harmônicas da série. 

As coordenadas da série temporal em duas componentes ortogonais podem ser dispostas 

em um diagrama de dispersão. Considere um harmônico puro com frequência igual a 𝜔, fase igual 

a 𝛿, amplitude igual a 𝜉e período 𝜌 = 1 𝜔⁄  definido como um divisor do comprimento da janela 𝐿 

e 𝐾. Se o parâmetro 𝜌 assume um valor inteiro, então 𝜌 é classificado como período do harmônico. 

Por exemplo, as funções seno e o cosseno com frequências, amplitudes e fases iguais resultam 

em um diagrama de dispersão que exibe um padrão circular. Por sua vez, se 𝜌 = 1 𝜔⁄  é um inteiro, 

então o diagrama de dispersão exibe um polígono regular com 𝜌 vértices. Para uma frequência 

𝜔 = 𝑚 ⁄ 𝑛 < 0.5 com 𝑚e 𝑛inteiros e primos, os pontos são vértices de um polígono regular de 

𝑛vértices (Golyandina et al., 2001). Dessa forma, a identificação dos componentes que são 
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gerados por um harmônico é reduzida à análise pictórica do padrão determinado nos diferentes 

pares de componentes. 

 

3. Multi-channel Singular Spectrum Analysis 

 

MSSA é uma extensão de SSA para trabalhar com análise e previsão de séries temporais 

multidimensionais. O procedimento MSSA segue a mesma estrutura do procedimento SSA com 

a diferença de fazê-lo usando um conjunto de séries temporais em face de uma única série. 

Considere o sistema de 𝑠 séries temporais de comprimento 𝑇, em (5) 

 

𝑌(𝑘) = (𝑦𝑡
(𝑘))

𝑡=1

𝑇
,                                                                       (5) 

 

onde 𝑘 = 1,… , 𝑠.  O caso particular do procedimento MSSA para 𝑠 = 1, equivale ao procedimento 

usando SSA (Golyandina e Stepanov, 2005).  

Escolhendo um único comprimento de janela de defasagem 𝐿 para todas as s séries, onde 

1 < 𝐿 < 𝑇, na fase de incorporação MSSA são obtidos 𝐾 = 𝑇 − 𝐿 + 1 vetores defasados 𝑋𝑗
(𝑘) =

(𝑦𝑗
(𝑘), … , 𝑦𝑗+𝐿−1

(𝑘) )
𝑇
,  𝑗 = 1,… , 𝐾 para cada série  𝑌(𝑘), 𝑘 = 1,… , 𝑠. Assim, para cada série 𝑌(𝑘), é 

possível obter uma matriz trajetória como em (6) 

 

𝑋(𝑘) =

[
 
 
 
 𝑦1

(𝑘) 𝑦2
(𝑘)

𝑦2
(𝑘) 𝑦3

(𝑘)

⋯
⋯

𝑦𝐾
(𝑘)

𝑦𝐾+1
(𝑘)

⋮ ⋮

𝑦𝐿
(𝑘)

𝑦𝐿+1
(𝑘)

⋱
⋯

⋮

𝑦𝑇
(𝑘)
]
 
 
 
 

.                                                                                                                 (6) 

 

A matriz trajetória da série multidimensional (𝑌(1), 𝑌(2), … , 𝑌(𝑠)) é, então, uma matriz de 

dimensão 𝐿𝑠 × 𝐾 e tem a seguinte forma:  

 

𝑋 = [𝑋1
(1): … : 𝑋𝐾

(1): … : 𝑋1
(𝑠): … : 𝑋𝐾

(𝑠)]
𝑇
= [𝑋(1): … : 𝑋(𝑠)]

𝑇
                                                                     (7)                             

 

O espaço trajetória é definido por um espaço linear spanado pelos vetores defasados 

(colunas da matriz trajetória 𝑋). 

A partir de 𝑆 = 𝑋𝑋𝑇, onde os autovalores de 𝑆 em ordem de magnitude são 𝜆1 ≥ ⋯ ≥

𝜆𝐿𝑠 ≥ 0 e 𝑈1, … , 𝑈𝐿𝑠  são os respectivos autovetores associados, 𝑑 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑗: 𝜆𝑗 > 0} é o posto da 

matriz 𝑆 e 𝑉𝐽 =
𝑋𝑇𝑈𝑗

√𝜆𝑗

, 𝑗 = 1,… , 𝑑. Denotando 𝐸𝑗 = √𝜆𝑗𝑈𝑗𝑉𝑗
𝑇, então o SVD da matriz trajetória 𝑋 

pode ser escrito por: 𝑋 = 𝐸1 +⋯+ 𝐸𝑑. 

De forma análoga, a fase de agrupamento particiona o conjunto de índices {1,… , 𝑑} em m 

subconjuntos disjuntos 𝐼1, … , 𝐼𝑚  de modo que a matriz trajetória seja reescrita na forma 

conhecida como decomposição agrupada: 

 

𝑋 = 𝑋𝐼1 +⋯+ 𝑋𝐼𝑚                                                                                                                          (8) 

 

Por fim a média diagonal é aplicada a cada uma das séries decomposta em (8) e então o 

grupo de sinais reconstruídos dado por �̃�(𝑘) = (�̃�𝑡
(𝑘))

𝑡=1

𝑇
 𝑘 = 1,… , 𝑠 é obtido. 

 

4. Métodos Preditivos 

 

Nesta Seção são apresentados os métodos preditivos a serem testados na previsão de séries 

filtradas e não filtradas via SSA e MSSA. Os métodos testados neste artigo são os modelos de 

Amortecimento Exponencial de Holt-Winters e os modelos ARIMA. Além disso, são 

apresentadas as estatísticas de aderência e a metodologia proposta. 
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4.1. Modelos de Holt-Winters 

 

De acordo com Morettin e Toloi (2004), os métodos de amortecimento exponencial 

baseiam-se na premissa de que os dados são diferentemente ponderados. Comumente, as 

observações recentes contêm informações mais relevantes que as antigas, de forma que a 

ponderação dos dados (série temporal) decresce exponencialmente à medida que a observação se 

torna mais antiga. Um caso particular dos métodos de amortecimento exponencial é o método de 

Holt-Winters multiplicativo, o qual realiza a modelagem de forma dinâmica (isto é, com 

parâmetros variantes no tempo) das componentes: nível (𝑎1,𝑡), tendência (𝑎2,𝑡) e sazonalidade 

(𝜌𝑚(𝑡)), conforme a equação (9). 

 

{
𝑦𝑡 = 𝜇𝑡 + 휀𝑡

𝑦𝑡 = [𝑎1,𝑡 + (𝑎2,𝑡 × 𝑡) ] × 𝜌𝑚(𝑡) + 휀𝑡
,                                                                            (9) 

 

onde 휀𝑡 é um erro estocástico, 𝑦𝑡 é o valor observado em𝑡 e 𝜌𝑚(𝑡)  é o fator sazonal em 𝑡 relativo 

ao mês 𝑚. De acordo com Hamilton (1994), a família {𝜌𝑚(⋅)}𝑚∈𝛾 de fatores sazonais, onde γ é o 

conjunto com todos os meses no ano, deve obedecer à restrição 

 
∑ 𝜌𝑚(.) = 𝑠∈𝛾 , 

 

sendo 𝑠 o tamanho do ciclo sazonal (quando o ciclo sazonal é anual e a periodicidade dos dados 

é mensal, então 𝑠 = 12). No processo de estimação dos parâmetros da equação (9), são utilizados 

três hiperparâmetros (quantidades invariantes no tempo), denotados por 𝛼, 𝛽 e 𝛾 os quais estão 

associados, respectivamente, às estimativas de nível, tendência e sazonalidade (quantidades 

variantes no tempo). De acordo com Morettin e Toloi (2004), os valores ótimos dos 

hiperparâmetros 𝛼, 𝛽 e 𝛾 se encontram na região convexa [0,1]3  e tem como objetivo a 

minimização da estatística MSE (mean square error). 

 

4.2. Modelos de Box & Jenkins 

 

De acordo com Hamilton (1994), um processo estocástico estacionário de segunda ordem 

é definido como uma família {𝑌𝑡}𝑡=1
𝑇  de variáveis aleatórias cujos momentos (média, variância e 

covariância) são invariantes no tempo. Isto é: 𝑌𝑡 ∼ 𝐷𝑖𝑠𝑡(𝜇; 𝜎
2) para todo 𝑡. Considere que a 

sequência {𝑦𝑡}𝑡=1
𝑇  seja uma realização de {𝑌𝑡}𝑡=1

𝑇  (isto é, uma série temporal estacionária de 

segunda ordem), onde 𝑦𝑡  consiste na notação da observação em 𝑡. Box e Jenkins (1970) propõem 

a equação (10) para a modelagem de sua dinâmica temporal {𝑦𝑡}𝑡=1
𝑇 . 

 
𝑦𝑡 = 𝜙1𝑦𝑡−1 +⋯+ 𝜙𝑝𝑦𝑡−𝑝 + 휀𝑡 − 𝜃1휀𝑡−1 − 휀𝑡−𝑞,                                                                             (10)                                     

 

onde 휀𝑡 é um erro estocástico e 𝑦𝑡 é o valor observado em 𝑡. O modelo (10) pode ser representado 

em termos de dois polinômios obtidos através do operador defasagem 𝐵 (Hamilton, 1994), 

definido por 𝐵𝑑𝑌𝑡 = 𝑌𝑡−𝑑 e possui formulação geral definida em (11) 

 

(1 − 𝜙1𝐵
1 −⋯−𝜙𝑝𝐵

𝑝)𝑦𝑡 = (1 − 𝜃1 −⋯− 𝜃𝑞𝐵
𝑞)휀𝑡,                                                                 (11)   

                              

onde 𝜙𝑘, ∀𝑘 ≥ 1 e 𝜃𝑗 , ∀𝑗 ≥ 1 denotam os parâmetros do modelo 𝐴𝑅𝑀𝐴 (autorregressivo e de 

médias móveis) 휀𝑡 e 𝑦𝑡 são como definidos em (10). Em (11) as defasagens de 𝑦𝑡 representam a 

parte autoregressiva de ordem 𝑝 (𝐴𝑅(𝑝)), enquanto as defasagens dos erros representam a parte 

média móvel de ordem 𝑞 (𝑀𝐴(𝑞)). O exame de estacionariedade de segunda ordem de {𝑦𝑡}𝑡=1
𝑇  

pode ser realizado por meio da análise da função de autocorrelação simples (𝜌𝑘), definida em (12). 

 

𝜌𝑘 = (∑ (𝑦𝑡 − �̅�
𝑇
𝑡=𝑘+1 )(𝑦𝑡−1 − �̅�))/∑ (𝑦𝑡 − �̅�)

2𝑇
𝑡=1 ,                                                          (12)  
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onde 𝑦 é a média da série temporal e 𝑘 é a defasagem (lag) da autocorrelação. A determinação 

das ordens 𝑝 e 𝑞 em (10) é realizada pela análise do perfil das funções de autocorrelação (𝐴𝐶𝐹) 

𝜌𝑘 e autocorrelação parcial (𝑃𝐴𝐶𝐹) 𝜙𝑘𝑘 cujos padrões teóricos podem ser verificados em Souza e 

Camargo (2004). Uma vez identificada a ordem do modelo 𝐴𝑅𝑀𝐴, os coeficientes das partes 

𝐴𝑅(𝑝) e 𝑀𝐴(𝑞) são estimados e as respectivas significâncias estatística são avaliadas (Hamilton, 

1994). Em especial, caso uma série temporal {𝑦𝑡}𝑡=1
𝑇  não estacionária na média, mas estacionária 

na variância e covariância, deve-se diferenciá-la 𝑑 vezes, a fim de se gerar uma nova série 

temporal que apresente estacionariedade na média (Hamilton, 1994). Para tais classes de séries 

temporais, pode-se utilizar o modelo 𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(𝑝, 𝑑, 𝑞), cuja formulação geral é descrita em (13). 

 

 (1 − 𝜙1𝐵
1 −⋯−𝜙𝑝𝐵

𝑝)(1 − 𝐵)𝑑𝑦𝑡 = (1 − 𝜃1𝐵
1 −⋯− 𝜃𝑞𝐵

𝑞)휀𝑡.                                             (13)    

                         

Quando a série possui sazonalidade, o modelo de Box & Jenkins utilizado é o modelo 

𝑆𝐴𝑅𝐼𝑀𝐴(𝑝, 𝑑, 𝑞) × (𝑃,𝐷, 𝑄)𝑆, descrito em (14). 

 
𝜙(𝐵)𝛷(𝐵𝑆)(1 − 𝐵)𝑑(1 − 𝐵𝑆)𝐷𝑦𝑡 = 𝜃(𝐵)𝛩(𝐵

𝑆)휀𝑡,                                                                       (14) 
 

onde 𝜙(𝐵) é o polinômio autorregressivo, 𝛷(𝐵𝑆) é o polinômio autorregressivo sazonal, 𝜃(𝐵) 
é o polinômio de média móvel, 𝛩(𝐵𝑆) é o polinômio de média móvel sazonal, 𝑑 é o número de 

diferenças necessárias para tornar a série estacionária e 𝐷 é o número de diferenças sazonais 

necessárias para tornar a série sazonalmente estacionária (Morettin e Toloi, 2004). 

 

4.3. Estatísticas de Aderência 

 

Os resultados obtidos ao longo dos experimentos computacionais realizados são 

comparados em termos das estatísticas de aderência: MAPE (Mean Absolute Peercentage Error), 

BIC (Bayesian Information Criterion) e RMSE (Root Mean Square Error) que devem ser 

minimizadas e o coeficiente de determinação 𝑅2 que deve ser maximizado: 

 

𝑀𝐴𝑃𝐸 =∑[
|𝑦𝑡 − �̂�𝑡|

𝑦𝑡
] ×

1

𝑇

𝑇

𝑡=1

,                     𝐵𝐼𝐶 = 𝑙𝑛(𝑇)𝑝 − 2𝑙𝑛(𝑀), 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
∑ (𝑦𝑡 − �̂�𝑡)

2𝑇
𝑡=1

𝑇
,                  𝑅2 = 1 − (

∑ (𝑦𝑡 − �̂�𝑡)
2𝑇

𝑡=1

∑ (𝑦𝑡 − 𝑦)
2𝑇

𝑡=1

), 

 

onde 𝑝 é o número de parâmetros do modelo, 𝑀 é máximo valor da função de máxima 

verossimilhança, 𝑦𝑡 é o valor observado e �̂�𝑡 é a previsão, ambos para o instante 𝑡, onde 1 ≤ 𝑡 ≤

𝑇.  

Desenvolvido por Schwarz (1978), o BIC é um critério para seleção de modelo entre um 

conjunto finito de modelos. O modelo com o BIC mais baixo é o preferido. Baseia-se, em parte, 

na função de verossimilhança e está intimamente relacionado ao Critério de Informação de Akaike 

(AIC). Ao ajustar modelos, é possível aumentar a probabilidade adicionando parâmetros, mas 

isso pode resultar em sobreajuste. Tanto o BIC quanto o AIC tentam resolver esse problema 

introduzindo um termo de penalidade para o número de parâmetros no modelo; a penalidade é 

maior no BIC do que no AIC. Por conta disso, o BIC é referência no quesito de escolha de melhor 

modelo. 

 

4.4. Metodologia Proposta 

 

O objetivo deste artigo é avaliar o ganho preditivo nas modelagens de séries temporais 

quando se aplica a abordagem SSA e MSSA. Para isso, 5 séries temporais de precipitação 

pluviométrica, uma em cada região do Brasil, foi modelada via modelos de amortecimento 



 

 

Santos e Menezes / 14 (2021), p. 1-16 

8 

 

exponencial de Holt-Winters e modelos ARIMA de Box & Jenkins sem e com a filtragem SSA e 

MSSA para análises e comparação via estatísticas de aderência.  

 

5. Resultados e Discussão 

 

As cinco séries temporais de médias mensais de precipitação pluviométricas (medidas em 

𝑚𝑚) foram obtidas a partir da Agência Nacional de Águas (ANA) e do Instituto Nacional de 

Meteorologia (INMET) e datam de janeiro de 1970 a dezembro de 2014. Foram escolhidas cinco 

cidades espalhas pelo Brasil, sendo uma em cada região. São elas: Rio Branco (AC), Recife (PE), 

Brasília (DF), Rio de Janeiro (RJ) e Porto Alegre (RS). Cada série tem comprimento 𝑇 = 528. As 

Figuras 1 – 5 apresentam as cinco séries originais. 

 

Figura 1: Médias mensais de precipitação pluviométrica (em mm) em Rio Branco (AC). 

Jan/1970 – dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 

 

 

 

Figura 2: Médias mensais de precipitação pluviométrica (em mm) em Recife (PE). Jan/1970 – 

dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 
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Figura 3: Médias mensais de precipitação pluviométrica (em mm) em Brasília (DF). Jan/1970 – 

dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 

 

Figura 4: Médias mensais de precipitação pluviométrica (em mm) no Rio de janeiro (RJ). 

Jan/1970 – dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 

 

Figura 5: Médias mensais de precipitação pluviométrica (em mm) em Porto Alegre (RS). 

Jan/1970 – dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 

 

A Tabela 1 apresenta as precipitações pluviométricas médias em cada mês, bem como o 

desvio padrão. 

As estatísticas apresentadas na Tabela 1 mostram a diferença de comportamento das 

precipitações ao longo do ano, como por exemplo, em Recife, cujas maiores médias estão 

concentradas nos meses de maio, junho e julho enquanto em Brasília, estes meses estão entre os 

que têm as menores médias. 
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A Figura 6 apresenta um resumo da Tabela 1, mostrando o comportamento das 

precipitações pluviométricas a cada mês. Pode-se perceber que o comportamento em Recife vai 

na contramão das demais cidades. 

 

Tabela 1: Médias (em mm) e coeficiente de variação (CV) de precipitação por mês em cada 

cidade pesquisada. 

Mês Estatística Rio Branco Recife Brasília Rio de Janeiro Porto Alegre 

Jan 
Média 9,27 3,30 7,27 8,53 3,45 

CV 0,33 0,66 0,49 0,47 0,49 

Fev 
Média 10,22 5,00 6,65 5,73 3,86 

CV 0,27 0,70 0,48 0,56 0,45 

Mar 
Média 8,33 6,93 6,53 5,28 3,26 

CV 0,36 0,57 0,41 0,48 0,49 

Abr 
Média 6,10 9,93 4,44 3,69 3,39 

CV 0,45 0,53 0,56 0,47 0,54 

Mai 
Média 3,08 10,29 0,99 2,15 3,45 

CV 0,57 0,44 0,87 0,47 0,55 

Jun 
Média 1,26 12,75 0,32 1,34 4,72 

CV 0,95 0,35 2,09 0,74 0,56 

Jul 
Média 1,16 11,37 0,24 1,39 4,42 

CV 0,96 0,41 2,38 0,73 0,53 

Ago 
Média 1,69 6,68 0,57 1,45 4,28 

CV 0,69 0,52 1,37 0,92 0,51 

Set 
Média 3,15 3,70 1,72 2,95 4,36 

CV 0,59 0,68 0,80 0,71 0,56 

Out 
Média 4,91 2,06 5,27 4,54 3,90 

CV 0,42 0,72 0,60 0,40 0,55 

Nov 
Média 6,65 1,32 7,90 7,89 3,53 

CV 0,36 0,61 0,35 0,40 0,61 

Dez 
Média 8,13 1,93 8,05 9,57 3,35 

CV 0,27 0,77 0,35 0,29 0,44 

Fonte: Elaboração própria. 

 

Figura 6: Médias mensais de precipitação pluviométrica (em mm) nas 5 cidades. Jan/1970 – 

dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 

 

5.1. Filtragens SSA e MSSA 

 

De acordo com a proposta deste artigo, as 5 séries são ajustadas via modelos de 

amortecimento exponencial de Holt-Winters e modelos da classe ARIMA. Estas modelagens 
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ocorrem sem e com as filtragens SSA e MSSA. Nos dois processos, o comprimento de janela 

utilizado foi 𝐿 = 264, ou seja, 𝐿 = 𝑇 2⁄ , como sugere Golyandina et al., 2001. No processo de 

filtragem SSA, as 5 séries são filtradas separadamente. As séries são decompostas em Tendência, 

Harmônica e Ruído e a componente ruidosa de cada série é removida, reconstruindo as séries 

menos ruidosas. A Tabela 2 apresenta as correlações ponderadas na decomposição das 5 séries na 

abordagem SSA. 

 

Tabela 2: Correlação ponderada entre as componentes de cada série na filtragem SSA. 

Série Componente Tendência Harmônica Ruído 

 

Rio Branco 

Tendência 1 0,000 0,001 

Harmônica 0,000 1 0,018 

Ruído 0,001 0,018 1 

 

Recife 

Tendência 1 0,000 0,005 

Harmônica 0,000 1 0,010 

Ruído 0,005 0,010 1 

 

Brasília 

Tendência 1 0,001 0,004 

Harmônica 0,001 1 0,023 

Ruído 0,004 0,023 1 

 

Rio de Janeiro 

Tendência 1 0,000 0,001 

Harmônica 0,000 1 0,013 

Ruído 0,001 0,013 1 

 

Porto Alegre 

Tendência 1 0,004 0,001 

Harmônica 0,004 1 0,053 

Ruído 0,001 0,053 1 

Fonte: Elaboração própria. 

 

Após verificar que as componentes estão bem separadas, a componente ruidosa de cada 

série é removida e as demais são somadas obtendo as cinco séries filtradas via SSA menos 

ruidosas. 

No processo MSSA, as análises das séries são feitas simultaneamente. Na ocasião, as três 

componentes obtidas contêm informação das cinco séries. A Tabela 3 apresenta os resultados da 

correlação ponderada nesta abordagem. 

 

Tabela 3: Correlação ponderada entre as componentes na filtragem MSSA. 

Componente Tendência Harmônica Ruído 

Tendência 1 0,00 0,004 

Harmônica 0,00 1 0,017 

Ruído 0,004 0,017 1 

Fonte: Elaboração própria. 

 

De forma análoga ao processo SSA, após verificar a boa separação, a componente ruidosa 

é removida e as séries filtradas via MSSA são reconstruídas. As Figuras 7 – 11 apresentam as 

sobreposições das séries originais pelas séries filtradas via MSSA. 
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Figura 7: Sobreposição série original × série filtrada via MSSA. Rio Branco (AC). Jan/1970 – 

dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 

 

Figura 8: Sobreposição série original × série filtrada via MSSA. Brasília (DF). Jan/1970 – 

dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 

 

Figura 9: Sobreposição série original × série filtrada via MSSA. Recife (PE). Jan/1970 – 

dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 
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Figura 10: Sobreposição série original × série filtrada via MSSA. Rio de Janeiro (RJ). Jan/1970 – 

dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 

 

Figura 11: Sobreposição série original × série filtrada via MSSA. Porto Alegre (RS). Jan/1970 – 

dez/2014. 

 
Fonte: Elaboração própria. 

 

Após as filtragens SSA e MSSA, as séries originais e filtradas são modeladas via modelos 

de Box & Jenkins e Holt-Winters. Diversos modelos foram testados na classe de Amortecimento 

Exponencial, desde modelos de tendência constante até modelos de tendência linear com 

sazonalidade. Os modelos de Box & Jenkins foram testados de acordo com as análises de 

correlogramas e de testes de normalidade e de estacionariedade. Em todos os casos foram feitas 

análises de resíduos para averiguar a adequação do modelo e para todos os casos estudados foram 

escolhidos os modelos que minimizavam as estatísticas de aderência e o BIC. A Tabela 4 

apresenta os modelos campeões em cada situação. 
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Tabela 4: Modelos escolhidos com base nas estatísticas de aderência em cada caso. 

Série Modelo Holt-Winters Box & Jenkins 

 

Rio Branco 

Original 𝐻𝑊1 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(1,0,4) × (1,1,1)12 

SSA 𝐻𝑊1 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(1,1,3) × (1,1,2)12 

MSSA 𝐻𝑊1 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(0,0,0) × (1,0,1)12 

 

Recife 

Original 𝐻𝑊2 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(1,0,0) × (1,0,1)12 

SSA 𝐻𝑊3 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(2,0,3) × (1,1,3)12 

MSSA 𝐻𝑊1 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(0,1,3) × (1,1,2)12 

 

Brasília 

Original 𝐻𝑊4 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(0,0,0) × (2,0,1)12 

SSA 𝐻𝑊3 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(1,0,3) × (1,1,3)12 

MSSA 𝐻𝑊1 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(1,1,4) × (1,1,2)12 

 

Rio de janeiro 

Original 𝐻𝑊1 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(0,0,0) × (2,0,1)12 

SSA 𝐻𝑊1 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(2,0,2) × (1,1,4)12 

MSSA 𝐻𝑊1 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(0,1,3) × (1,1,2)12 

 

Porto Alegre 

Original 𝐻𝑊1 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(1,0,0) × (1,0,0)12 

SSA 𝐻𝑊4 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(2,0,3) × (2,0,2)12 

MSSA 𝐻𝑊2 𝑆𝐴𝑅𝑀𝐼𝐴(1,1,1) × (0,1,4)12 

Fonte: Elaboração própria. 

 

Onde HW1 é o modelo de Holt-Winters com tendência constante e sazonalidade aditiva, 

HW2 é o modelo de Holt-Winters com tendência constante e sazonalidade multiplicativa, HW3 

é o modelo de Holt-Winters com tendência linear e sazonalidade aditiva e HW4 é o modelo de 

Holt-Winters com tendência constante e sem sazonalidade. 

As comparações das estatísticas de aderência para cada modelo de Amortecimento 

Exponencial de Holt-Winters em cada situação estão apresentadas na Tabela 5 e as comparações 

destas estatísticas em relação aos modelos de Box & Jenkins estão na Tabela 6.  

 

Tabela 5: Estatísticas de Aderência para os modelos de Holt-Winters. 

Série Abordagem 𝑀𝐴𝑃𝐸 𝑅𝑀𝑆𝐸 𝐵𝐼𝐶 𝑅2 

 

Rio Branco 

Original 1,1260 2,2210 2,2470 0,6569 

SSA 0,6744 0,7918 0,8011 0,9412 

MSSA 0,0515 0,1919 0,1942 0,9964 

 

Recife 

Original 0,7856 3,5680 3,6100 0,5265 

SSA 0,3257 1,1400 1,1600 0,9216 

MSSA 0,1759 0,7467 0,7554 0,9647 

 

Brasília 

Original 3,8670 3,5770 3,5980 0,1123 

SSA 0,2982 0,2378 0,2420 0,9940 

MSSA 0,2876 0,1910 0,1932 0,9960 

 

Rio de janeiro 

Original 0,9572 2,3460 2,3730 0,5786 

SSA 0,1334 0,4196 0,4245 0,9785 

MSSA 0,0591 0,2173 0,2199 0,9943 

 

Porto Alegre 

Original 0,8139 2,0440 2,0680 0,0392 

SSA 0,0952 0,4183 0,4232 0,5017 

MSSA 0,0536 0,2771 0,2804 0,7888 

Fonte: Elaboração própria. 
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Tabela 6: Estatísticas de Aderência para os modelos de Box & Jenkins. 

Série Abordagem 𝑀𝐴𝑃𝐸 𝑅𝑀𝑆𝐸 𝐵𝐼𝐶 𝑅2 

 

Rio Branco 

Original 1,0660 2,2230 2,2490 0,6564 

SSA 0,3290 0,4704 0,4899 0,9790 

MSSA 0,0046 0,0198 0,0207 1,0000 

 

Recife 

Original 0,6273 3,6130 2,6790 0,6032 

SSA 0,0946 0,3226 0,3400 0,9976 

MSSA 0,0283 0,1119 0,1572 0,9983 

 

Brasília 

Original 1,8510 2,3570 2,3980 0,6177 

SSA 0,1210 0,0635 0,0666 0,9996 

MSSA 0,0271 0,0289 0,0303 0,9999 

 

Rio de janeiro 

Original 0,9508 2,3450 2,3870 0,5718 

SSA 0,0324 0,1136 0,1430 0,9973 

MSSA 0,0105 0,0418 0,0463 0,9997 

 

Porto Alegre 

Original 0,8376 2,0818 2,0570 0,0187 

SSA 0,0068 0,0318 0,0335 0,9971 

MSSA 0,0054 0,0289 0,0310 0,9976 

Fonte: Elaboração própria. 

 

Como pode ser observado nas Tabelas 5 e 6, a filtragem SSA melhora a qualidade do ajuste 

tanto na modelagem de Holt-Winters quanto na modelagem de Box & Jenkins em todas as cidades 

analisadas uma vez que minimizam as estatísticas 𝑀𝐴𝑃𝐸,𝑅𝑀𝑆𝐸 e 𝐵𝐼𝐶 e maximizam o 𝑅2. Pode-

se perceber também que a filtragem MSSA supera o SSA uma vez que assumem estatísticas 

menores que as registradas na abordagem SSA e 𝑅2 maiores que as filtragens quando feitas 

separadamente. Também é possível perceber, ao se fazer uma comparação transversal entre as 

tabelas 5 e 6, que os modelos de Box & Jenkins minimizam as estatísticas de aderência e 

maximizam o coeficiente de determinação em todas as abordagens e todas as cidades avaliadas, 

sendo esta classe de modelos a mais adequada para estas séries. 

 

6. Conclusões 

 

Este artigo propôs o uso da filtragem MSSA na modelagem de Holt-Winters e de Box & 

Jenkins de precipitação pluviométrica em cinco capitais espalhadas pelo Brasil, sendo uma em 

cada região. Para isso, as cinco séries foram filtradas via SSA e MSSA de modo criterioso e as 

séries originais e filtradas foram modeladas nas duas classes de modelos analisadas com base nas 

premissas que permeias as análises de séries temporais considerando diversos modelos para cada 

cidade. A escolha dos modelos adequados para cada caso se deu a partir das análises das 

estatísticas de aderência. Os resultados obtidos mostram que a filtragem SSA melhora a qualidade 

do ajuste tanto para as modelagens de Holt-Winters quanto nas modelagens de Box & Jenkins e 

que a filtragem MSSA supera a filtragem SSA nas mesmas modelagens. Outro resultado obtido 

indica que os modelos de Box & Jenkins são mais adequados para estas séries estudadas que os 

modelos de Holt-Winters. Sendo assim, são recomendáveis modelos de Box & Jenkins após a 

filtragem MSSA. Para trabalhos futuros, são sugeridas outras classes de modelos como Modelos 

de Inteligência Artificial ou Modelos Fuzzy associados a SSA e MSSA bem com outras 

metodologias de filtragens como por exemplo o uso de Wavelets. 
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